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Напоминание: сходимость по распределению

Определение (сходимость по распределению)
Последовательность {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, … } случайных величин сходится по
распределению к случайной величине 𝜉, если

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥)

в каждой точке непрерывности функции 𝐹(𝑥), где 𝐹𝑛(𝑥), 𝐹(𝑥) — функции
распределения случайных величин 𝜉𝑛, 𝜉 соответственно. Обозначение
𝜉𝑛

𝑑⟶𝜉 или 𝜉𝑛
𝑑⟶𝐹(⋅).
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Сходимость по распределению к непрерывной случайной величине

Если предельное распределение 𝐹(𝑥) непрерывное, то для любого отрезка
[𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ предел

lim
𝑛→∞

𝑃(𝜉𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏]) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎).
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ТеоремаМуавра –Лапласа

Теорема (Муавр –Лаплас)
Пусть 𝜉𝑛 подчиняются биномиальному распределению с параметрами 𝑝, 𝑛,
где 𝑝 ∈ (0, 1), 𝑛 = 1, 2, …. Тогда

𝜉𝑛 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)

𝑑⟶𝑁(0, 1).
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ТеоремаМуавра –Лапласа: пример

Правильную монетку бросают 100 раз. Найти вероятность того, что число
орлов не меньше 60.
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ТеоремаМуавра –Лапласа: разбор примера

Точное значение этой вероятности равно

100

∑
𝑖=60

𝐶𝑖100(1/2)
100 = 0.02844.

По теореме Муавра –Лапласа имеем

𝑃(𝑆𝑛 ⩾ 60) = 𝑃 (
𝑆𝑛 − 100 ⋅ 0.5

√100 ⋅ 0.5 ⋅ 0.5
⩾ 60 − 100 ⋅ 0.5
√100 ⋅ 0.5 ⋅ 0.5

) ≈ 𝑃(𝑍 ⩾ 10/5) = 1−Φ(2) = 0.02275.
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ТеоремаМуавра –Лапласа: разбор примера

А если монетку бросаем 10 раз и хотим найти вероятность того, что выпало
не меньше 6 орлов? Точное значение этой вероятности равно

10

∑
𝑖=6
𝐶𝑖10(1/2)

10 = 0.3770.

По теореме Муавра –Лапласа имеем

𝑃(𝑆𝑛 ⩾ 0) = 𝑃 (
𝑆𝑛 − 10 ⋅ 0.5

√10 ⋅ 0.5 ⋅ 0.5
⩾ 6 − 10 ⋅ 0.5
√10 ⋅ 0.5 ⋅ 0.5

) ≈ 𝑃(𝑍 ⩾ 1/1.5811) = 1−Φ(0.6325) = 0.2635.

Отличия существенные! При таких маленьких 𝑛 нормальное приближение
работает плохо.
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Центральная предельная теорема

Пусть {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, … } — последовательность независимых одинаково
распределенных случайных величин, для которых

𝐸(𝜉𝑖) = 𝑚, Var(𝜉𝑖) = 𝜎
2, 𝐸|𝜉3𝑖 | < +∞.

Обозначим

𝑆𝑛 =
𝑛

∑
𝑖=1
𝜉𝑖, 𝑇𝑛 =

𝑆𝑛 − 𝑛𝑚

√𝑛𝜎2
=
𝑆𝑛 − 𝐸(𝑆𝑛)

√Var(𝑆𝑛)
.

Теорема (ЦПТ)
Последовательность случайных величин {𝑇𝑛} сходится по распределению к
стандартной нормальной величине, т. е.

lim
𝑛→∞

𝑃(𝑇𝑛 ⩽ 𝑥) = Φ(𝑥)

для любого 𝑥 ∈ ℝ. 9



ЦПТ: пример 1

В каждой партии некоторой игры игрок с вероятностью 0.7 проигрывает
один рубль, с вероятностью 0.2 проигрывает два рубля и с вероятностью 0.1
выигрывает 10 рублей. Оцените вероятность того, что после 150
независимых партий

1. игрок суммарно окажется в проигрыше;
2. игрок выиграет суммарно не менее 40 рублей.
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ЦПТ: разбор примера 1

Обозначим через 𝑋𝑖 величину выигрыша или проигрыша игрока в 𝑖-й
партии. Тогда 𝑃(𝑋𝑖 = −1) = 0.7, 𝑃(𝑋𝑖 = −2) = 0.2, 𝑃(𝑋𝑖 = 10) = 0.1.
Непосредственными вычислениями получаем:

𝑚 = 𝐸(𝑋𝑖) = −0.1, Var(𝑋𝑖) = 11.49, 𝜎 = √Var(𝑋𝑖) = 3.39.

Обозначим 𝑆 = ∑150𝑖=1 𝑋𝑖 — величина суммарного выигрыша или проигрыша
игрока за 150 партий. Воспользуемся центральной предельной теоремой:

1. 𝑃(𝑆 < 0) = 𝑃 (𝑆 − 𝑛𝑚
𝜎√𝑛

< 0.1 ⋅ 150
3.39 ⋅ 12.25

) ≈ 𝑃(𝑍 < 0.36) = 0.64.

2. 𝑃(𝑆 ⩾ 40) = 𝑃 (𝑆 − 𝑛𝑚
𝜎√𝑛

⩾ 40 + 0.1 ⋅ 150
3.39 ⋅ 12.25

) ≈ 𝑃(𝑍 ⩾ 1.32) = 0.093.
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ЦПТ: пример 2

Астроном измеряет расстояние до некоторой звезды (в световых годах).
Известно, что результаты измерений имеют среднее 𝑑 (истинное значение
расстояния) и стандартное отклонение 2 световых года. Сколько измерений
нужно провести, чтобы с вероятностью 0.95 установить расстояние с
точностью ±0.5 световых года.
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ЦПТ: разбор примера 2

Обозначим 𝑋𝑖 — результат отдельного измерения, 𝑆𝑛 = 𝑋 — среднее значение.
Считаем измерения независимыми и воспользуемся ЦПТ:

𝑃(|𝑆𝑛 − 𝑑| ⩽ 0.5) = 𝑃 (−0.5
√𝑛
2
⩽
𝑆𝑛 − 𝑑

2/√𝑛
⩽ 0.5

√𝑛
2
) ≈ 𝑃(−0.5

√𝑛
2
⩽ 𝑍 ⩽ 0.5

√𝑛
2
)

= Φ(√𝑛/4) − Φ(−√𝑛/4) = 2Φ(√𝑛/4) − 1.

Приравняв 2Φ(√𝑛/4) − 1 = 0.95, получаем Φ(√𝑛/4) = 0.975, √𝑛/4 = 1.96 и
𝑛 = (7.84)2 ≈ 61.47, то есть 62 наблюдений достаточно.

Оценка с помощью неравенства Чебышева дает

𝑃(|𝑆𝑛 − 𝑑| ⩽ 0.5) = 1 − 𝑃(|𝑆𝑛 − 𝑑| ⩾ 0.5) ⩽
4

𝑛 ⋅ (0.5)2
= 1 − 16

𝑛
.

Откуда 𝑛 ⩾ 16/(1 − 0.95) = 320. Это значение надежное, но обычно очень
преувеличенное. 13



ЦПТ: пример 3

Игральный кубик бросают до тех пор, пока сумма выпавших очков не станет
больше 300. Оцените вероятность того, что для этого понадобится не менее
80 бросков.
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ЦПТ: разбор примера 3

Переформулируем событие «для того, чтобы набрать больше 300 очков,
потребовалось не менее 80 бросков» так: «за 79 бросков удалось набрать
не больше 300 очков». Для игрального кубика 𝐸(𝑋𝑖) = 3.5, Var(𝑋𝑖) = 2.917.
Воспользуемся ЦПТ:

𝑃 (
79

∑
𝑖=1
𝑋𝑖 ⩽ 300) = 𝑃 (

∑79𝑖=1 𝑋𝑖 − 79 ⋅ 3.5

√79 ⋅ 2.917
⩽ 300 − 79 ⋅ 3.5
√79 ⋅ 2.917

) ≈ 𝑃(𝑍 ⩽ 1.548)

= Φ(1.548) = 0.9392.
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ЦПТ: пример 4

Фармацевтическая компания разрабатывает лекарства. Всего в работе
находится 𝑛 = 1000 препаратов. Вероятность того, что препарат окажется
удачным, равна 𝑝 = 0.005. Найдите вероятность того, что в конце концов
удачными окажутся более 5 препаратов.
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ЦПТ: разбор примера 4

Попробуем воспользоваться ЦПТ для биномиальной величины:

𝑃 (
1000

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 > 5) = 𝑃 (
∑1000𝑖=1 𝑋𝑖 − 5

√1000 ⋅ 0.005 ⋅ 0.095
> 5 − 5
√1000 ⋅ 0.005 ⋅ 0.095

) ≈ 1 − Φ(0) = 0.5.

При этом точное значение этой вероятности равно 0.3840, то есть
нормальное приближение не очень точное, несмотря на то, что число
наблюдений большое.
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Приближение биномиального распределения пуассоновским

Для таких перекошенных распределений вместо нормального приближения
используют пуассоновское.

Теорема
Пусть дана последовательность биномиальных случайных величин 𝜉𝑛
с параметрами 𝑝𝑛, 𝑛, где lim𝑛→∞ 𝑛𝑝𝑛 = 𝜆 > 0. Тогда для любого 𝑘 = 0, 1, 2, …

lim
𝑛→∞

𝑃(𝜉𝑛 = 𝑘) = 𝑒
−𝜆 𝜆𝑘
𝑘!
,

т. е. последовательность 𝜉𝑛 по распределению сходится к пуассоновской
случайной величине с параметром 𝜆.

Доказательство.

𝑃(𝜉𝑛 = 𝑘) = 𝐶
𝑘
𝑛𝑝

𝑘
𝑛(1 − 𝑝𝑛)

𝑛−𝑘 = 𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

⋅
(𝑛𝑝𝑛)

𝑘

𝑛𝑘
⋅ (1 −

𝑛𝑝𝑛
𝑛
)
𝑛−𝑘

→ 𝑒−𝜆 𝜆
𝑘

𝑘!
.
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ЦПТ: продолжение разбора примера 4

Если воспользоваться пуассоновским приближением с 𝜆 = 1000 ⋅ 0.005 = 5, то
получим, что искомая вероятность

𝑃 (
1000

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 > 5) ≈ 1 −
5

∑
𝑘=0

𝑒−55
𝑘

𝑘!
= 0.3840,

что совпало с истинным значением вплоть до 5-го знака после запятой.
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